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Метод синтеза системы управления колебаниями перевёрнутого маятника 
с инерционным маховиком" 
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Рассматривается задача управления известной системой, состоящей из перевёрнутого маятника с неподвиж- 
ной точкой подвеса. При этом на маятнике закреплён электродвигатель с маховиком. Ротор электродвига- 
теля жёстко соединён с маховиком. Вращением маховика можно стабилизировать маятник в определённом 
положении. Развиваемый электродвигателем маховой момент приложен как к его ротору (Т. е. к маховику), 
так и к его статору (Т. е. к маятнику). Требуется перевести маятник в верхнее неустойчивое положение и в 
этом положении стабилизировать его — добиться автоколебаний с определёнными амплитудой и частотой. 
Синтезирован новый закон управления перевёрнутым маятником, обеспечивающий его устойчивость в верх- 
нем положении. Данный закон управления основан на энергетических инвариантах системы. 

Ключевые слова: перевёрнутый маятник с маховиком, устойчивость в верхнем положении, закон 
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Введение. Управление перевёрнутым маятником с неподвижной точкой подвеса, перевод его в 
верхнее неустойчивое состояние и стабилизация этого неустойчивого состояния — важные 
классические проблемы в механике, теории колебаний и теории управления. Рассмотрим задачу 
управления известной системой, состоящей из перевёрнутого маятника с неподвижной точкой 
подвеса. При этом на маятнике закреплён электродвигатель с маховиком. На рис. 1 представлена 
реальная конструкция такого маятника, разработанная в Институте механики МГУ [1]. Ротор 
электродвигателя жёстко соединён с маховиком, вращением которого маятник может быть 
стабилизирован в определённом, например верхнем, положении. Развиваемый электродвигателем 
маховой момент приложен как к его ротору (т.е. к маховику), так и к его статору (т. е. к 
маятнику). Этот момент управляет движением маятника [1, 2]. В работе [1] указывается, что 
такой способ управления маятником можно строго доказать на основе теоремы об изменении 
момента количества движения системы относительно точки подвеса маятника [3, 4]. 

В прикладном плане рассматриваемая здесь задача стабилизации перевёрнутого маятника 
с помощью управляемого маховика имеет непосредственное применение, например, в 
космонавтике, когда управление ориентацией спутника осуществляется при помощи гиродинов 
[2]. Аналогичный способ управления используется и в других областях техники [5-8]. 

В [9] представлена кинематическая схема маятниковой системы (рис. 2). Ставится 
следующая задача управления: требуется перевести маятник в верхнее неустойчивое положение 
и стабилизировать его в указанном положении в форме автоколебаний с определёнными 
амплитудой и частотой. 


1 Работа выполнена по гранту Южного федерального университета «Синергокибернетический подход к созданию интел- 
лектуальных систем навигации и управления сложными системами, функционирующими в экстремальных условиях». 
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Рис. 1. Перевёрнутый маятник с маховиком: 1 — маятник; 2 — ось Рис. 2. Кинематическая схема маятника: 1 — 


маятника; 3 — маховик; 4 — ось маховика; 5 — шестерня редуктора; 6 маятник; 2 — ось маятника; 3 — маховик; 4 — 
— двигатель; 7 — датчик угла поворота маховика; 8 — датчик угла ось маховика; 5 — электродвигатель 


поворота маятника 


1. Модель маятника с маховиком. Дифференциальные уравнения динамики маятника с 
инерционным маховиком приведены в работе [9] и имеют следующий вид: 


7^$ (Е) + (1. +^7,) 6 (ЕЁ) = (МЬ + тв) 9 эт ф, (1) 
(2. +^2„)^(Е) + (2. +7, (И =АТ, 


где ф — угол крена маятника; « — скорость вращения маховика относительно маятника; У» = 


момент инерции маховика относительно его главной оси (оси вращения); Л. — момент 


й 
инерции ротора электродвигателя; 7 = Л, + 4, + 7, + тр? — полный момент инерции системы 
«маятник — маховик — двигатель», где через „Л обозначен момент инерции маятника 
относительно его оси вращения; д — ускорение свободного падения; М т — массы 
маятника и двигателя; Ь, № — расстояния от оси вращения до центров масс маятника и 
маховика (с ротором двигателя); 7 — момент электромагнитных сил, приложенных к ротору 
двигателя; Л — коэффициент редукции, ®«=ЛО, где © — скорость вращения ротора 
двигателя. 

С учётом противо-ЭДС реакции якоря величину момента Т можно приближённо 

(пренебрегая электромагнитной постоянной времени) представить в виде 

Т=си-с.@А7, (2) 

где и — управляющее напряжение в цепи якоря двигателя; с,, с, — параметры двигателя [9]. 

Уравнения (1), (2) описывают нелинейную динамическую систему третьего порядка с 
переменными состояния {Ф/ф, 6] и входным управляющим воздействием и. Вертикальному 


(неустойчивому) положению равновесия соответствует значение ф =0 [9]. Параметры модели (2) 
[9]: 


М =1 кг, т =Зкг, В =0,13 м, 1=0,12 кг-м, 7, =0,003 кг-м?, 7, =10“ кг.м*, 


Ь=1м, Л, =3,92.10? кг.м’, Л=0,1, с, =8.10 Н.м/В, с, =7,6.103 Н.м.с (3) 
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Разрешив уравнения маятника (1), (2) относительно Ф(Е) и @(Е) и подставив параметры (3), 
получим следующую модель маятниковой системы с маховиком [9]: 


Ф(Е)-6,14® - 50,191 ф = -6,46и, (4) 
@(Е) +23, 86 + 38,8 пФ = 25, 
Полная энергия маятниковой системы (1) равна 
Н(ф,ф, о) = (МЬ + тв)9 (1- с0ф)+ 0,5 (7+ 2, + м1?) ? (#) + (5) 


+ (71.7 +22,)вФ(Е) + (2, +0,51.^?) в. 
Подставив в (4) параметры (3), получим 
Н (Ф,ф, 6) =4,81(1- с05$ф) + 0,1$? (Е) +0,06%$ (Е) +0,035%5°. (6) 
2. Синтез закона управления с парциальной энергией. Для синтеза закона управления, 
стабилизирующего маятник (1) в верхнем неустойчивом положении, используем энергетический 
инвариант в виде полной или парциальной энергии. Другими словами, для синтеза закона 
управления можно использовать как полную энергию (6), так и парциальную её составляющую 
Н, (Ф,Ф) = (МЬ + тп) 9 (1- с0$ф)+0,5(7 + 7, + т!” )ф? (Е), (7) 
отражающую энергию колебаний маятника (1) с неподвижным маховиком. Рассмотрим метод 


синтеза закона управления на основе парциальной энергии (7), которая с учётом параметров (3) 
имеет вид 


Н, (Ф.Ф) =4,81(1- с0$ф) + 0,1$° (Е). (8) 
Выберем в качестве макропеременной следующую функцию: 
ф.о = Но = Ш ' (9) 


где Н, — заданный уровень энергии. 
Для синтеза закона управления введём следующее инвариантное соотношение: 
Т.фь (Е) +4.” (Ё)=0. (10) 
Тогда, подставив в (10) функции ф, (9), Н, (8), в силу уравнений (4) получим закон управления: 
6,46, -74,155тф+ 6.140 + 24. (1). (11) 
1. 
Этот закон сначала переводит изображающую точку замкнутой системы (4), (11) на инвариантное 


многообразие 4, =0 (9). Подставив закон управления и, (11) в первое уравнение системы (4), 
получим следующее уравнение движения маятника: 
$(е) +24,059то+ = 4,$ (6-0. (12) 
Из (12) следует, что движение маятника с остановленным электроприводом на многообразии 
ф, =0 (9) будет описываться уравнением 
Ф(Е) +24,059пф, =0. (13) 


Это уравнение колебательной системы с соответствующей амплитудой и частотой колебаний. 
Аналогично из исходного соотношения (9) имеем 


у, = 4, 81 (1 - с0$Ф) +0,1$? (Е)-Н.. 
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Продифференцировав данное выражение по времени, находим 

Ф(Ё) +24,059пф, =0, (14) 
Мы видим, что (14) совпадает с (13) и, следовательно, также является колебательной системой. 
Из (13) и (14) следует, что частота колебаний равна в, = \/24,05 . Это частота колебаний 


маятника с остановленным электроприводом. Однако согласно (5) полная энергия Н с 
вращающимся электроприводом включает в себя помимо парциальной энергии М, (8) также и 


составляющую #/, = (7.^" +22, }9ф(Е + (7, +0,57.^? ву? , отражающую энергию динамического 
взаимодействия маятника и вращающегося электропривода. В целом, это означает, что, учитывая 
закон управления и, (11), маятник реально будет колебаться с частотой, меньшей и, = 24,05. 


Формально, если подставить закон управления и, (11) во второе уравнение системы (4), то 


получим следующее уравнение движения на многообразии ф, =0: 

@, (Е) +0,04%, = 249, 95пф, . (15) 
Очевидно, что (15) — это также уравнение колебательной системы с определённой амплитудой и 
частотой колебаний. Итак, из приведённых рассуждений, основанных на использовании 
парциальной энергии Н, (8) для синтеза закона управления и, (11), следует, что маятник с 
вращающимся маховиком будет устойчиво колебаться около верхнего неустойчивого состояния с 
определёнными амплитудой и частотой колебаний, зависящими от Н, и параметров (3) маятника. 
3. Результаты моделирования. Для подтверждения изложенных выше соображений 
смоделируем систему (4) с парциальным законом управления (11). На рис. 3-11 представлены 
графики изменения угла маятника Ф(Е) и скорости вращения электропривода @ (Е) для разной 
задаваемой энергии, начальных условий системы ф‚, Фу, @®, и параметра Т.. 


Фф, рад ©, рад/ 


ЕВЕ < 








| | | 80 р ИЕ ТЕ 
1 "ЕП 60 | | | - 
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Рис. 3. Изменение угла Ф(Е) при М, =4,81, ф.=п/2, Рис. 4. Изменение скорости вращения электропривода при 


Н. =4,81, Ф.=п/2, ф, =1, &, =1, Т =0,1 
фо =1, &, =1, Т=0,1 ь Фо =п/2, Ф у | 
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Рис. 5. Фазовый портрет Е (фф) =0 Рис. 6. Изменение угла ф(Ё) при Н, = 4,81, ф, =0,51, ф, =0, 
9 =0, Г =0,1 
рад/с ф, рад 
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Рис. 7. Изменение угловой скорости маятника ф(Ё) и Рис. 8. Изменение угла ф(Ё) при Н, = 4,5, 
скорости вращения электропривода при Н, = 4,81, ф, =0,45, ф, =1, &, =1, Т, =0,1 


ф, =0,5п, ф, =0, ®, =0, Т, =0,1 


На рис. 7 для сравнения приведены графики изменения скорости Ф, (Е) отклонения 
маятника от вертикальной оси и скорости @ (Е) вращения электропривода. Из этих графиков 
следует, что переменные Фф, (Е) и @ (Е) изменяются в противофазе по отношению друг к другу. 


Таким образом, электропривод функционирует как осциллятор. Это позволяет успешно решить 
поставленную задачу управления автоколебаниями перевёрнутого маятника с инерционным 
маховиком. 
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Рис. 9. Изменение скорости вращения электропривода при Рис. 10. Изменение угла Ф(Ё) при М, =1, Ф,=1,5, 


Н, = 4,5, Ф. =0,45, ф. =1, в, =1, Т = 0,1 
: ее Фо : } фо =1, ®, =1, Т, =0,1 
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Рис. 11. Изменение скорости вращения электропривода при НМ, =1, Ф, =0,5п1, Ф, =1,5, @, =1, Т, =0,1 


Как следует из результатов моделирования, закон управления (11) с парциальной 
энергией обеспечивает устойчивые автоколебания маятника с маховиком. Угол отклонения 
маятника от верхнего неустойчивого положения — ф, =-0, 8п -0,8п от начальных условий. Во 


многих практических случаях этого достаточно для решения поставленных технологических 
задач, например связанных с ориентацией тел в пространстве и др. 
Выводы. В статье синтезирован новый закон управления перевёрнутым маятником, 
обеспечивающий его устойчивость в верхнем положении. Результаты моделирования замкнутой 
системы подтверждают эффективность предложенного в статье синергетического метода синтеза 
систем управления перевёрнутым маятником с инерционным маховиком. 
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ТМУЕВ$ЕО РЕМОЦГОМ МЛТН $10ССЕО РЕУМИНЕЕЕ ОЗСТЕГАТТОМ СОМТВОЕ. 
ЗУЗТЕМ $УМТНЕ$1$ МЕТНОО! 


А. А. КоезпКо\ 
(бощлегт Редега! Упмег®Ку) 


Тре ргоМет ога и/е/-Кпоит зузет сопёго! соп$/5# па ог пе туегсеа репашит и пе Яхеа зизрепхюоп роЁ /5 
сопз/АЕгеа. АЕ {паё, ап еесёис тоюг ий а Пуи/ВеЕ! 15 ачепеа оп {те репаишит. Тре тоюг зртЕе Ваз а ПА 
соир!та ий {пе Пуирее!. [5 гоайоп соша сатр пе репашит т ро$юоп. Тре г@айуе тотепЁ аеуесреа Бу 
{те еестс тоюг 5 арр/!еа Бо Ю й$ гоюг (те. ю Пуийее!) апа Ю #5 йог (1е. ю репашит). Тпе репашит 
по! Бе тоуей юЮ те {юр тва Ые ро$оп, апа ЯаИгед т 5 ро$@оп — 0 оМат аиюо$с!айоп$ ий" {те 
5ресНей атрИиае апа тедиепсу. А пеи/ соп®о! [аи/ Гог пе Гпуегсе4 репашит ю ргомае Шу т {юр ро$юоп 
5 зупТезреа, Тре сопЁго! [аи/ [5 Базе4 оп {Пе епегду пианапЕз о! {Те зует. 

Кеуигога&: пуег5ей репашит ий" а ПуипеЕ/ а Шу т {юр рох#Ноп, соп#о! аи, епегду пиатапеЕя. 


1 Тре гезеагсН {5 допе оп боиегп Еедега! УпмегзИу дгапе “бупегдосуБегпейс арргоасНн {о Бийата и\еШдепЕ зузетз оЁ пам- 
даНоп апа сотр/ех эузетз сопго! орегаЧпа ипаег ехтете сопаоп5”. 
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